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摘  要  将等向强化模型与运动强化模型分别引入逐级更新 Langrange 有限元列式，采用八节点平面应变单元，对

拉伸筋阻力进行了数值计算，并将两种模型的计算结果进行了比较与讨论。
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    在板材冲压成形过程中，在压边圈或凹模表面设置拉伸筋是改善成形工艺，提高成形质量的有
效措施。拉伸筋提供的进料阻力对控制板料流动起着重要的作用，所以拉伸筋是冲压模具设计中的

一个重要组成部分。近年来，板材冲压成形的有限元模拟技术取得了很大进展。但是如果在板材成

形过程中连同压边圈上的拉伸筋一同进行数值模拟，由于拉伸筋相对于冲头尺寸很小，势必要细分

网格，使计算工作量大大增加。因此，需要将拉伸筋简化为等效模型，单独进行拉伸筋阻力的计算，

向冲压成形过程的三维有限元模拟提供拉伸筋阻力曲线。

对拉伸筋作用的有限元数值模拟，是一个十分复杂的几何、物理及边界摩擦三重非线性问题。

目前，已经有一些学者利用有限元方法计算拉伸筋阻力。N. Triantafyllidis[1]等采用 Total Lagrange 有
限元方法和一种壳单元模型模拟了板材在拉伸筋处的变形过程，得到了拉伸筋阻力曲线[1]；T. H.
Choi[2]则采用平面四边形单元并结合 Update Lagrange 有限元方法进行数值模拟；而 Sunaga 和
Makinouchi[3,4]则采用了平面应变四节点单元和求解瞬态持续平衡方程方法进行了类似的研究。吴建

平等[5]采用了由四节点平面应变单元退化而成的二节点线单元，U.L.有限变形弹塑性有限元方法研
究了板材成形中直拉伸筋的作用。这些研究中采用的材料强化模型都是等向强化模型，然而，板材

通过拉伸筋过程要经过几次弯曲与反弯曲变形，必然存在着 Bauschinger 效应[6]。因此，为了更好

地反映板材在拉伸筋处的变形特点，本文将 Tvergaard[7]提出的有限变形情况下的运动强化 J2F理论
引入 U. L. 弹塑性有限元列式，建立了拉伸筋阻力计算模型，对拉伸筋阻力进行了计算，并与 Nine[8]

的经典拉伸筋实验结果以及采用等向强化 J2F理论的计算结果进行了比较与讨论。

1 理论模型：

1.1 强化法则

当材料达到初始屈服以后，如果继续加载，屈服面要随着材料的进一步塑性变形面发生变化。

强化规律就是屈服面的大小、形状和位置的变化规律。如果在加载过程中，屈服面向各个方向均匀

地扩张，其中心、形状及其在应力空间的方位均保持不变，如图 1-1 所示，这种强化规律称为等向
强化模型；如果加载过程中只在应力空间做平动，而形状与大小不变，如图 1-2 所示，这种强化规
律称为运动强化模型。这种强化模型可以描述材料在循环加卸载中存在的 Bauschinger 效应。根据
强化模型中屈服面在应力空间中的移动张量即背应力向量 ijα 的演化规律的不同，运动强化主要有

两种形式：Prager 运动强化法则与 Ziegler 运动强化法则。Prager 运动强化法则[9]规定屈服曲面中心

的移动方向是沿表征现时应力状态的应力点的法线方向。但是这种强化法则在应用于应力子空间时
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会产生不一致性[10],为此 Ziegler[11]提出了一种适用于应力子空间的修正运动强化法则，规定加载屈

服曲面沿连结其中心和现时 应力点的向量方向移动。后来，Tvergaard 将 Ziegler 运动强化法则推
广至有限变形条件下，推导出了有限变形条件下的 Ziegler运动强化 J2F本构。

1.2 有限变形条件下的 Ziegler运动 J2F强化本构：

    对于运动强化模型，Mises型屈服函数可以表示为
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其中， ijσ 为 Cauchy应力， '
ijσ 为其偏量， ijα 称为背应力，它表示在应力空间中屈服面的即时位置，

在物理上它表示由于塑性变形在材料中引起的微观残余应力[12]，
'
ijα 为其偏量，即
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对于等向强化模型， 0=ijα 。 yσ 为材料的现时屈服应力，对于运动强化模型， yσ 始终等于初始
屈服应力 sσ ，而对于等向强化模型， yσ 随着塑性变形的变化而更新。
    关于背应力 ijα 的演化规律，根据 Zeigler 提出的背应力移动方案，并将其推广至有限变形理论

中，为
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式中，
∇

ijα 为 ijα 的 Jaumann率。

利用一致性条件 0=φ& ，由（1）式可以得到：
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将（2）式代入（3）式，可以得到：

))((
)(

''

''

ijijijij

ijijij

ασασ
σασ

µ
−−

−
=

∇

&                            （4）

    在弹塑性大变形分析中，采用 Cauchy应力 ijσ 的 Jaumann速率描述本构方程：
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图 1－1 各向同性强化模型 图 1－2 运动强化模型

图 1 强化模型示意图
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其中弹塑性本构张量
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 式中，E为弹塑性模量，µ为泊松比。
    ijε& 为 Cauthy应变率，等于弹性应变率与塑性应变率之和： p
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    应用相关流动法则
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= && ，（ 0>λ& ）并采用类似等向强化塑性本构推导方法[13]，可以

得运动强化的塑性本构张量
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其中，
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其中，σ 为 Cauchy等效应力， pε 为 Cauchy等效塑性应变。

1.3　U. L.弹塑性有限元列式

    采用逐级更新 Lagrange法，以 t时刻构形为参考构形的虚功率增率方程[14]为:
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式中，V、A分别为参考构形下的体积与表面积；

　　　 iP& 、 iP& 分别为参考构形下的面积力率和体积率；
　　　 ijl 为速度梯度张量， iu& 为速度；
　　　 ijt& 为第一类 Kirchhoff应力率。

假定材料不可压缩，则有
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将（6）式和（10）式代入（9）式，得
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式中，
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将速度、应变率以及速度梯度分别用节点速度表示为
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其中， [ ]N 为形函数， { }u& 表示节点速度， [ ]B 和 [ ]vB 分别表示应变率—速度关系矩阵和应变梯度
—速度关系矩阵。

将（13）、（14）和（15）式代入（11），可以经过标准的离散过程形成单元刚矩阵，然后
再经过组装最后可得总体有限元方程
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其中，
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式中， ][K 为总体刚度矩阵，{ }u∆ 表示总体节点位移增量，{ }F∆ 表示总体节点力增量，而 [ ]Q 为
由当前应力状态决定的应力修正矩阵[15]。

1.4 接触界面约束处理

设工具表面的曲线方程为： )(xgy = ，板料与工具的接触点的法向速度应该相等：
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设接触点处模具表面的法向为nv，则有
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    为了更好地比较两种强化模型的计算结果，消除摩擦力的影响，因此在计算中不考虑板料与工
具之间的摩擦。

2. 计算结果及讨论

板料在拉伸筋处的变形过程分为两个阶段。首先随着压边圈的闭合，板料包络在拉伸筋上，此

过程称为拉伸筋的闭合阶段；然后随着冲头的运动，板料通过拉伸筋，经过一系列弯曲与反弯变形

后向凹模内流动，此过程称为拉伸筋的拉曳过程。在拉曳过程中牵曳端所需的力即为拉伸筋阻力。

为了更好地反映板料的弯曲变形，在计算中采用两层八节点平面应变单元，板料的有限元网格

及工具的构形如图 2所示。

首先针对 Nine[8]的实验中的一种工况进

行了模拟计算。材料为 A-K 钢，材料的特
性如表 1 所示。在计算中取图 2 中的

mmRR gb 5.5== ，板厚取 mm86.0 。分

别采用等向强化模型与运动强化模型进行

计算。表 2 所示为材料在拉曳阶段 A 处一
单元高斯点的几个应力分量的变化情况，

由此可以看出板料在拉伸筋处变形过程中

经历的加卸载过程。图 3 所为在拉伸筋闭
合阶段垂直方向上的闭合力的变化曲线。图 4 所示为拉伸筋阻力曲线，从图中可以看出采用运动强
化模型的计算结果与实验更吻合，两种强化模型的计算结果相差大约 10%。

图 2  有限元网格及工具几何构形
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表 1  A-K钢的材料特性

弹性模量 200GPa

泊松比 0.3

单向拉伸的硬化法则 23.0516εσ =

表 2  应力分量变化过程
应力分量（MPa）拉曳位移

（mm） σ11 σ22 σ12

0.005 212 76 -101
1.0 16 82 -38
2.0 -34 128 -136
3.0 -248 -42 77
4.0 -136 185 -1
5.0 -63 249 -73

然后取图 2中几何参数 mmRR gb 0.4== ，材料仍为 A-K钢，但板厚取 1 mm，再进行计算。

图 5所示为闭合阶段的闭合力变化曲线，图 6所示为拉曳阶段两种强化模型计算的拉伸筋阻力
的比较情况。从图中可以看出两者相差将近 30%。这是由于随着板料变厚，工具圆角变小，板料在
工具圆角处的弯曲效应越明显，因而采用两种不同的强化模型的计算结果相差越大。

3.  结 论

在本文中，为了更好地反映板料在拉伸筋处的变形中的 Bauschinger效应，将有限变形条件下

的 Ziegler运动强化 J2F本构模型引入 U.L.弹塑性有限元列式当中 ，对拉伸筋阻力进行了计算，

并与各向同性强化模型的计算结果进行了比较，可以得到以下结论：

（1） 采用运动强化模型更好地反映了板料在拉伸筋处的弯曲反弯过程，可以更准确地预测拉伸筋

阻力。

（2） 板料在拉伸筋处弯曲效应弯曲效应越明显，采用两种强化模型的计算结果相差越大。

图 3  算例 1中两种强化模型的闭合力计算结果比较
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图 4  算例 1中两种强化模型的拉伸筋阻力计算结果比较
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图 5  算例 2中两种强化模型的闭合力计算结果比较
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图 6  算例 2中两种强化模型拉伸筋阻力计算结果比较
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